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Zusammenfasswq-Es wird ein logisch konsistenter Satz von Gleichungen zur Reschreibung von isothermen 
Zwei-Phasen-Zwei-Komponenten-Striimungen, bei denen Dissipationsenergien vemachllssigbar sind, 
angegeben, der es erlaubt, das vorliegende umfangreiche Material tiber Schallgeschwindigkeitsmessungen 
in Zwei-Phasen-Stromungen auszuwerten. Genauer wird auf das Stromungsbild der Pfropfen-Stromung 

eingegangen. 

NOMENKLATUR 

Schallgeschwindigkeit ; 

~Lrl~ ; 
&la: ; 
Durchmesser [m] ; 
Reibungskraft pro Volumseinheit 

[kg/m’s21 ; 
9,81 m/s2; 

j, 
L 
m, 

Kia&ge Rohrlange [ml. 
Molekulargkwicht [kg/Mel]; 

4 alla1 ; 
PT Druck [kg/ms2] ; 

P/ah P+ ; 
R, 8,317 J/grd Mol ; 

t, Zeit [s] ; 

tit,, t + ; 
t” L,la, y 
T, Temperatur [grd K] ; 

% Geschwindigkeit [m/s] ; 

44, u+; 
W pu Massengeschwindigkeit 

[kg/m2 sl ; 
x, Koordinate [m] ; 
XjL” x+. 

Griechische Buchstaben 
a, Gasgehalt (void fraction); 

A 0,3 164 Re-* (Reibungskoeffiient 
nach Blasms [ 121) ; 

I4 dynamische Viskositat [kg/ms] ; 

P, Dichte [kg/m31 ; 

PIP27 PIP, = P+ ; 
x7 flow quality. 

Tiefgesetzte Indices 

9, gasfiirmig ; 

;: 
inlet (eingangsseitig); 
liquid (fltissig) ; 

I, Referenzgrbssen bezeichnend. 

Hochgestellte Indices 

+, dimensionslose Grossen bezeichn- 
end. 

Dimensionslose Gruppen 
Re, wid/p Reynolds-Zahl. 

1. EINLXITUNG 

DIE METHODE der kompressiblen Ersatzfluide 
fur isotherme Zwei-Phasen-Zwei-Komponen- 
tenStromungen war vom Verfasser schon in 
zwei frtiheren Arbeiten [l, 23 angewendet 
worden ; sie eignet sich wegen der auftretenden 
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Phasenwechsel weniger fti Zwei-Phasen-Eine- 
Komponente-Striimungen. Die Resultate der 
vorhin erwahnten Arbeiten waren insofern 
noch unbefriedigend, als die Zustandsgleichung 
des Erstzfluids physikalisch sich an die iso- 
therme Zustandsgleichung des idealen Gases 
lehnte, die zugleich zu den einfachsten, namlich 
den linearen barotropen Zustandsgleichungen 
dhlt, was als Argument von mathematischer 
Seite zahlte. Es ergab sich dadurch die Schwie- 
rigkeit, dass die Zustandsgleichung des Ersatz- 
fluids fiir a = 1 nur an einer Stelle ihres iirtlichen 
Geltungsbereiches in die Zustandsgleichung 
des idealen Gases tiberging. Diese Schwierigkeit 
wird durch die nachfolgende Theorie beseitigt, 
die eindimensional durchgefiihrt wird, aber 
ohneweiteres sich auf dreidimensionale Prob- 
leme erweitem hlsst, da ja dann nur zwei 
weitere Impulserhaltungsgleichungen fur die 
beiden zusatzlichen Geschwindigkeitskompo- 
nenten hinzukommen, Wie schon frtiher [2] 
erwahnt, kann die Energiegleichung fur u < 0,l 
a2 als identisch erftillt betrachtet werden. 

2. ERSTELLUNG DER GRUNDGLEICHUNGEN 

Es gelten die Gleichungen von der Erhaltung 
von Masse und Impuls [3] : 

(1) 

P(!;+Ug)+;+F+pS=O; (2) 

in (1) und (2) treten die Unbekannten p, u und p 
auf, zu deren Ermittlung noch eine dritte 
Gleichung notwendig ist, die in der Form 

8P 
- = uTf2(a) = a;, 
&J 

f(l) = 1 (3) 

gegeben sei; a ist dabei durch 

p=ap,+(l--a)p, (4) 

defmiert mit konstantem p* und der isothermen 
Zustandsgleichung idealer Gase ftir pB : 

RT 
ps~=P=4p, 

L7 
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Eine weitere wichtige Zwei-Phasen-G&se ist 
durch 

XP = UPg (6) 

definiert. Es ist zweckmassig (1) bis (6) dimen- 
sionslos zu schreiben, wobei noch 

gewahlt werde : 

P+ 

+ b2p+ = 0; 

P+ - 1 = a@: - 1); 

PB+ =p+; 

xp+ = ap:. 

Kombination von (9) bis (11) gibt 

d(p+ - 1) da A0 Al 
p+ - 1 = a[1 - af2(a)] = cl + a - a1 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

A 
+ . . . + ----L + * (13) 

a - a, 

wobei die a, die von 1 verschiedenen Wurzeln 
von 

f(a) = AI $ (14; 

bedeuten (siehe Abb. 2); Integration von (13) 
gibt 

P+ - 1 = aAo (a - a&+ . . . (a - a,)AV 

x (a - l)AV+lB1; (15) 

B 1 . . . Integrationskonstante ; 

aus (15) ersieht man, dass das Vorzeichen von 
A, wichtig ist, weil sich dadurch entscheidet, ob 
a” Nullstelle oder Pol von p+ - 1 ist. Fur 
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br = b, = 0 lassen sich (7) und (8) exakt 
lineatisieren [4], und man erhalt das Gleichungs- 
system 

ax+ + at+ p+a[l - a_f%)l 
au+-u au++ p+-1 

XC!& 
aa (16) 

ax+ ---_ + at+ (P’ - W2(4 
aa 3T + p+a[l - a_f’(a)] 

xt+=O 
au+ (17) 

das in weiteren Arbeiten noch behandelt werden 
wird. Ftir nicht verschwindendes b, und (oder) 
b2 ist eine approximativ linearisierte Regel- 
streckendynamik des Systems (7) bis (12) vor- 
gesehen. 

3. SPEZJELLE ZUSTANDSGLEICHUNGEh 

3.1 f(a) = n 
a(n - 1) + 1 

Betrachtet man eine Stromung von Gas und 
Wasser in einem Rohr, wie sie Abb. 1 darstellt 

ABB. 1. Idealisiertes StrBmungsbild der Pfropfen-StrBmung 
(slug flow). 

und wie sie etwa der sogenannten Pfropfen- 
Stromung (slug flow) [5-71 entspricht, so 
fmdet man nachfolgende Beziehungen : 

(a, + a, + a&d27z.4 = a 

d27c.4 

1 l-a 
a +-, -=_ 

a2 al aI 

zur let&en Gleichung vergleiche man Abb. 2 
Gleichung (18) liegt die Annahme zugrunde, 
dass der Schall in der Richtung der Rohrachse 
einfallt, was gut realisiert erscheint, da bei einer 
Abweichung der Schalleinfallsrichtung von der 

5.0 

4.0 

3-o 

‘Ei 
C 
8, 

a”1 0 

2.C 

LC 

1 f(Q)=-3Q t4 
n f(Q)= &, 
m f(Q)=k 

Ip. f(Q)nach [9] 

P f(Q)nach [9] 

0 0.2 0.4 0,6 0,6 I,0 

Q 

ABB. 2. Schallgeschwindigkeiten in AbhLngigkeit vom Gas- 
gehalt (void fraction). 

Rohrachse von nur 14,5” (n = 4) bereits Total- 
reflexion eintritt [8]. Man sieht aus diesen 
uberlegungen, wie stark die Reflexions-und 2 =f(a) = 

a(n A) + 1 (18) 
Brechungsverhaltnisse bzw. das Strijmungsbild 
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(flow pattern) der Zwei-Phasen-Stromung die 
Funktion f(a) beeinflussen. Fiir die Grossen 
in (15) gilt: 

1 
c(r =(n 

A, = 1 

A, =A 
n-2 

A,= -A, 

daher hat man 

der .Pol bei c( = 1,597 ist als nicht realisierbar 
ungefahrlich Hier sei such noch bemerkt, dass 
fur das experimentelle f(tx) nach Semenov und 
Kosterin [9] und das theoretische f(a) nach 
[2] keinevon 1 verschiedenen reellen Lbsungen 
von (14) existieren, daher such keine gefahrlichen 
Pole auftreten kiinnen, wie man Abb. 2 un- 
mittelbar entnehmen kann. 

4. DER STATION&E FALL 3.1 

Es wird zunachst der Fall b, = b, = 0 behan- 
delt ; Aus (7) und (8) erhalt man : 

p+u+ = B, 

bei gegebenem pi, wi, xi bzw. pl = p;, w[, xi 
in Abschnitt 4 wird auf (18) und (19) noch folgt aus (10) und (12) 
einmal zurtickgekommen. “, 

3.2 I = (1 - n)a + n 
ui = Xi 

P,+,(l - Xi) + Xi 
(20) 

Diese Zustandsgleichung erhalt man, wenn 
man annimmt, dass sich die Schallgeschwindig- p+ = P,‘i 

keit des Zwei-Phasen-Fluids in Abhangigkeit 
P,+,(l - Xi) + Xi 

(21) 

von a linear von der Schallgeschwindigkeit der und fiir die Integrationskonstanten erhalt man 

reinen Fltissigkeit zu der des reinen Gases 
tindert. Man vergleiche dazu wieder Abb. 2. 

Fur die Grossen in (15) erhalt man : 

la2 = 

n + 1 + J[<n - 1) (n + 3)] 

4 = ,ai(;lL$ 1 f2, 

2(n - 1) 
B, = w+ 

I 
(22) 

A,, = 1 B, = B,u+ + p+ = % + p+. 

A = (n - 1) {J[Cn - 1) (n + 3)l - 4 
I/i J 

1 
(3 - 2n) J[(n - 1) (n + 3)l 

Die Feldgrossen zeigen in diesem Fall keine 
Ortsabhangigkeit. Anders liegen die Verhalt- 

A = (n - 1) {J[(n - l)(n + 3)l + 4 nisse im Fall nicht verschwindender Reibung 
2 

(3 - 2n)J[(n - l)(n + 3)l und (oder) Schwerkraft. Aus (7) bis (11) ergibt 
sich mit (15) allgemein 

1 
A,= -~ 

3 - 2n 
P+ - 1 [~+f(a)]~ - B: 

P+ 1 - ctf’(cx) 

damit wird fur n = 4 aus (15) 1 dcc 

’ b,B; + b,p+21 
+dx+ =0 

P+ - 1 = B,a(a - 1)‘~~ (a - 1,597)-“*076 

x (a - o,07)-‘*‘24 und mit (19) im besonderen 
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{[P - (y - q2yy-26 + B,62(1 - yy-2d)yq2 - 6%;[6 - (y - 6) 

x yy-26]2) [a2 - (y - S)2 YY-~~] yy-’ dy dx+ 

[62 - (y - 8)2yY_26 + B,62(1 - yy-2qyq {b&[62 - (y - d)2yy-2s]2 
= -yB,3 (23) 

+ b,[P - (y - S)Z yy-= + B,62(1 - yy-26)yq2} 

wobei in (23) die bei der Integration einer 
bilinearen Irrationalitat [lo] tibliche. Trans- 
formation, in diesem Fall 

Cc-1 

a(n - 1)2 - 1 = y 
y-26 

(24) 

mit 

durchgeftihrt wurde. Fur n = 4 erhalt man aus 

(23) 
9 

c 

CvY + Dv 

“=1 Y2-YZ 

W: dx+ dy = 4 

bzw. [ll] 

9 

I-I 
(Y2 - Y3 

c,/z y - y, Dv’2yv 

V=l b 
+y 

= B,exp ib2 (f2xt] (25) 

wobei gilt : 

yf = 5”7[-33p + 3-3 + (36p - l)J/3] 

+ 53-17[-33p + 3-3 - (39? - 1)&l]; 

p = 1 + W2,/(W,) 
33B, 

&= -l,O,+l 

t3 = 1 

r] =0,1,2 

v = 1,2,. . ) 8,9 

interessant ist eine Diskussion von (25); es 
seien mittels (20)-(22) die Integrations-kon- 
stanten B1, B, und B3 bestimmt worden, dann 
sieht man aus (24) und (25), dass fur 

1 a=- 
9 

im Falle 

sich 

x+ = *co 

ergibt, wahrend im Falle 

il cv = 0 

ein endliches x+ existiert : 

x+ = - lnB, 

Wi/2)2 

(27) 

(28) 

gilt (26) und (27), dann tritt zufolge (lo), (11) 
und (19) bei (28) ein Druck- und Dichtepol auf, 
der die Geschwindigkeit nach (22) Null werden 
lasst, d.h das Rohr verstopft; dies kann als 
stationire Instabilitat interpretiert werden. 

5. ZUSAMMENFASSUNG 

Die mit einer Arbeit [l] zu einem Symposium 
in Eindhoven begonnene und mit einer weiteren 
Arbeit [2] fortgesetzte Methode der kompresi- 
blen Ersatzfluide fur isotherme Zwei-Phasen- 
Zwei-Komponenten-Strbmungen lindet mit den 
hier dargelegten Ausftihrungen-von mathe- 
matischen Durchftihrungen abgesehen-ihren. 
Abschluss. Bemerkenswert an der hier gebotenen 
Theorie ist, dass die Zustandsgleichung des 
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Ersatzfluids als Differentialgleichung gegeben 
ist, die es erlaubt, das umfangreiche experi- 
mentelle Material tiber die Schallgeschwindig- 

4. 

keit in Zwei-Phasen-Stromungen zu verwerten. 
Die grosse Allgemeinheit der theoretischen 
ijberlegungen ist nur durch die Grosse der 5’ 
auftretenden Dissipationsenergien beschrankt. 
Interessant ist das Auftreten einer stationaren 6. 
Instabilitat im Sonderfall der Pfropfien-Strii- 
mung (slug flow). 7. 
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Abstract-A logical consistent set of equations for the description of isothermal two-phase-two-component- 
flows in which dissipation energies can be neglected is presented which allows to evaluate the existing exten- 
sive material on speed of sound measurements in two-phase-flows. Especially the flow pattern of slug flow 

is treated. 

RdsumkOn prtsente un systeme logique d’equations pour la description d’ecoulements isothermes a deux 
phases et a deux constituants dans lesquels les energies de dissipation peuvent ttre negligees et qui permet 
l’tvaluation des nombreux r&hats existants sur les mesures de la vi&se du son dans les ecoulements 

diphasiques. La configuration de l’ecoulement par piston est trait&e specialement. 

AHHOTaqnsr-npeRCTaBneaa JIOIWqeCKH IIOcneROBaTeJIbHaR CACTeMa yI-'aBHeHHir UJIFI OIIIICa- 

IIIIR I13oTe~MWIeCKIIX nByXf#a3HbIX ~ByXHOM"OHeHTHbIX TeqeHIIZir, B KOTOpbIX MOWHO IIpeHt?- 

6peqb sHepr&ieti ~Iiccmawsr, KoTopaH II03BOJIfIeT 06pa6OTaTb IiMeIOIIWi-iCH OI'pOMIIbI$f 

MaTepIIan no nmepeHLlI0 cHopoc~~ 3ByKa I3 gByXGa3HbIX Te'IeIIImx. R IEaqecTee npmdepa 

pacchfaTpmBaeTm cTepwHenoe TeqeIIEre. 


